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On se propose de de montrer que le nombre re el dont la suite des quotients
partiels est la suite de ThueMorse sur l’alphabet [a, b], ou a et b sont des entiers
distincts 1, est un nombre transcendant.  1998 Academic Press
1. INTRODUCTION
Une question naturelle est celle-ci: peut-on de duire la nature alge brique
d’un nombre re el de la connaissance des termes de son de veloppement,
dans une base entie re, dans une base de Pisot, en fraction continue, etc.?
En ce qui concerne le de veloppement en fraction continue, on sait recon-
nai^tre les nombres rationnelsleur de veloppement est finiet les nombres
irrationnels quadratiques par le the ore me de Lagrange [6]:
Proposition 1.1. Un re el positif x est un irrationnel quadratique si et
seulement si la suite de ses quotients partiels est ultimement pe riodique.
Mais on ne sait pas de cider sur le de veloppement en fraction continue
d’un irrationnel si ce nombre est cubique par exemple; en prenant la ques-
tion a l’envers, que peut-on dire d’un re el dont la suite des quotients
partiels ‘‘ressemble’’ a une suite pe riodique? Les suites ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs, presque-pe riodiques ou automatiques, sont proches
des suites pe riodiques, les unes par leur corre lation discre te, les autres par
leur basse complexite en ge ne ral. En re ponse a une question de Michel
Mende s France, nous nous proposons de de montrer
The ore me 1.1. Soit a, b deux entiers distincts 1. Le nombre re el de
]0, 1[ dont la suite des quotients partiels est la suite de ThueMorse sur
l ’alphabet [a, b] est un nombre transcendant.
En notant, comme d’habitude, a0 , a1 , a2 , ... la suite des quotients partiels
du nombre : et pn qn le rationnel [a0 , a1 , ..., an], on sait prouver
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depuis longtemps, comme conse quence du the ore me de Liouville et de
l’ine galite
}:&pnqn }
1
qn qn+1

1
q2nan+1
,
que le nombre : est transcendant si la suite (an) croi^t extre^mement vite. La
transcendance du nombre peut se de duire e galement du comportement de
la suite des de nominateurs qn . Davenport et Roth ont ainsi de montre
([4]):
Si lim sup log log qn - log nn=+, alors : est transcendant.
Les nombres dont la suite des quotients partiels est borne e sont par contre
mal approchables par des rationnels (s’ils ne le sont pas eux-me^mes), et,
de s 1906, Maillet [8] utilise la mauvaise approximation des nombres
alge briques non quadratiques par les irrationnels quadratiques, pour
e tablir la transcendance de certains nombres a quotients partiels borne s ou
non: si la suite (an) pre sente des plages d’une me^me lettre (ou d’un me^me
mot) de la forme anan+1 } } } an+*(n) ou la suite *(n) tend tre s vite vers 
en fonction de qn , alors le nombre est transcendant. Ses re sultats seront
ame liore s plus tard par Baker [1]. Plus re cemment, Davison [5] exhibe
une infinite de nombres re els transcendants a quotients partiels dans [1, 2],
les de veloppements e tant choisis de la forme 1+([n:] mod 2) ou : est un
irrationnel, et nous reprenons ses techniques pour e tablir notre re sultat.
2. LE NOMBRE DE MORSEMAHLER
Commenc ons par rappeler les re sultats e le mentaires de la the orie des
fractions continues qui nous serviront ici.
Tout re el positif : est limite de la suite de rationnels
pn
qn
=a0+
1
a1+
,
1
a2+ } } }
1
an&1+
1
an
et on e crit
:=a0+
1
a1+
1
a2+ } } }
=[a0 , a1 , a2 } } } ],
avec a0=[:].
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Le rationnel pn qn se note e galement [a0 , a1 , ..., an], et, de l’identite
pn+1 qn+1=[a0 , a1 , ..., an+1an+1], on de duit par re currence les relations
pn+1=an+1 pn+ pn&1
qn+1=an+1 qn+qn&1
p0=0, p&1=1 q0=1, q&1=0
que l’on e crit sous forme matricielle
\pn+1pn
qn+1
qn +=\
an+1
1
1
0+ \
pn
pn&1
qn
qn&1+ .
On en de duit imme diatement en prenant le de terminant que
pn qn+1& pn+1qn=(&1)n+1.
La qualite d’approximation du nombre : par le rationnel pn qn , rappele e
dans l’introduction, se de duit de l’identite :=[a0 , a1 , ..., an , An+1] ou
An+1 de signe le nombre dont le de veloppement est [an+1 , an+2 , ...]; ce
nombre e tant compris entre an+1 et an+1+1 et, par ailleurs, relie a : par
:=
An+1pn+ pn&1
An+1qn+qn&1
il s’ensuit que
:&
pn
qn
=
(&1)n
qn(An+1qn+qn&1)
et ainsi
}:&pnqn }
1
qn(an+1qn+qn&1)

1
qnqn+1
.
En fait, la suite ( pn qn) posse de une proprie te de meilleure approximation,
a savoir |:& pn qn ||:& pq| pour tout rationnel pq de de nominateur
q<qn+1 si n>1.
Soit x le nombre re el de [0, 1] dont les quotients partiels sont
abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabba } } }
suivant la suite de ThueMorse [3]. Cette suite est point fixe de la sub-
stitution ‘ de finie sur l’alphabet [a, b] par
‘(a)=ab, ‘(b)=ba.
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On sait que cette suite n’est pas ultimement pe riodique [3]. Une fac on
rapide de le voir est de montrer que sa fonction ge ne ratrice n’est pas une
fraction rationnelle. Conside rons pluto^t la suite de Morse (mn)n0 sur
l’alphabet [1, &1]; cette suite ve rifie les relations de re currence m2n=mn ,
m2n+1=&mn , m0=1, et sa fonction ge ne ratrice, F(z)= mnzn, l’e quation
fonctionnelle F(z)=(1&z) F(z2); si F e tait une fraction rationnelle non
nulle, 1 serait ze ro ou po^le de F(z) et F(z2) avec le me^me ordre, ce qui est
incompatible avec l’e quation fonctionnelle ve rifie e par la fonction F. Le
nombre de MorseMahler n’est donc pas un irrationnel quadratique, ceci
pour tous entiers a{b non nuls.
La suite de ThueMorse sur [a, b] n’a pas de plage arbitrairement
longue d’une me^me lettre ou d’un me^me mot. Elle posse de en fait une
proprie te forte de non-chevauchement: si B est un mot de la suite commen-
c ant par la lettre b0 , le mot BBb0 n’apparai^t pas dans la suite [2].
Ce cas de transcendance ne rele ve donc pas des cas traite s par Maillet
[8], ou Baker [1].
Enfin, de par ses proprie te s arithme tiques, il est facile de voir qu’il
n’existe aucun irrationnel : tel que la suite de ThueMorse sur l’alphabet
[1, 2] soit de la forme 1+([n:] (mod 2)). En effet, si c’e tait le cas, pour
un irrationnel : de ]0, 1[, la suite ([n:] (mod 2)) coi nciderait avec la suite
de Morse (an) a valeurs dans l’alphabet [0, 1]. Elle devrait donc ve rifier les
relations de re currence
a2n=an , a2n+1=1&an , a0=1,
qui conduisent a
[2n:]#[n:] (mod 2), [(2n+1) :]#1+[n:] (mod 2).
En particulier, pour tout n, [2n:] et [(2n+1) :] seraient de parite
oppose e. Cela impliquerait [(2n+1) :]=[2n:]+1 pour tout n, ou
encore, en notant [x]=x&[x] la partie fractionnaire de l’irrationnel x,
[2n:]+:=(2n+1) :&[2n:]=1+[(2n+1) :]>1.
Ainsi la suite [2n:] serait a valeurs dans ]1&:, 1[, ce qui contredit la
densite de cette suite. Le nombre x ainsi de fini n’est donc pas un des nom-
bres e tudie s par Davison [5].
Notons, comme l’a fait Mahler [7], F(2), l’ensemble des nombres re els
de ]0, 1[ dont le de veloppement en fraction continue ne comporte que des
1 et des 2. Cet ensemble a un plus grand e le ment qui est le re el
1+- 3=[2, 1, 2, 1, 2, 1, ...]. Pour tout : dans F(2),
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} :&pnqn }=
1
qn(An+1qn+qn&1)

1
qn((1+- 3) qn+qn&1)

1
(2+- 3) q2n
ce qui prouve que |:& pq|1(2+- 3) q2 pour tout rationnel pq et que
les nombres re els de F(2) sont mal approchables par les rationnels. Plus
ge ne ralement, les irrationnels a quotients partiels borne s sont mal
approchables par les rationnels, qu’ils soient alge briques ou transcendants.
Nous allons donc utiliser la mauvaise approximation des nombres
alge briques non quadratiques par les nombres quadratiques irrationnels,
sous la forme qu’en a donne e W. Schmidt [9].
Si ! est racine de l’e quation a coefficients entiers r!2+s!+t=0 ou
(r, s, t) sont premiers dans leur ensemble, on appelle hauteur de ! et on
note H(!) le nombre max( |r|, |s|, |t| ).
The ore me 2.1 (W. Schmidt [9]). Soit x un nombre re el, non quadrati-
que, de ]0, 1[. S ’il existe une infinite de nombres irrationnels quadratiques
!k , et un nombre %>3 tels que
|x&!k |<H(!k)&%,
alors x est un nombre transcendant.
On aura besoin des deux remarques e videntes suivantes:
Proposition 2.1. Si ! # ]0, 1[ est a de veloppement exactement pe riodi-
que, de pe riode a1a2 } } } ak , alors H(!)qk .
De monstration. !=[0, a1 , a2 , ..., ak , 1!] c’est-a -dire
!=
pk+!pk&1
qk+!qk&1
et
qk&1!2+!(qk& pk&1)& pk=0.
Puisque ! # ]0, 1[, pnqn pour tout n1 et
H(!)max(qk&1 , |qk& pk&1 |, pk)qk . K
Proposition 2.2. Si x et y dans ]0, 1[ ont les me^mes k premiers
quotients partiels a1a2 ...ak , alors |x& y|1q2k .
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De monstration. Puisque pk qk=[0, a1 , a2 , ..., ak], on a a la fois
|x& pk qk |1q2k et | y& pk qk |1q
2
k . Par ailleurs, x& pk qk et y& pk qk
ayant me^me signe ne de pendant que de k, on peut e crire
|x& y|= } }x&pkqk }& } y&
pk
qk } }
1
q2k
. K
3. DE MONSTRATION DU THE ORE ME
Soit donc x # ]0, 1[ le nombre de de veloppement [0, a1 , a2 , ...] ou
(an)n1 est la suite de Morse sur [a, b] avec a{b. Pour alle ger la re dac-
tion, on identifiera de sormais le nombre re el a la suite de ses quotients
partiels.
Puisque pour tout k on a x=‘k(x), x commence pour tout k par le mot
|k=‘k(a) ‘k(b) ‘k(b). Si !k est la suite exactement pe riodique, de pe riode
|k , !k est un irrationnel quadratique de hauteur H(!k)qbk par la
premie re remarque, ou bk , la longueur du mot |k , vaut 3.2k.
Maintenant, puisque la suite commence aussi par abbab, elle commence
par ‘k(a) ‘k(b) ‘k(b) ‘k(a) ‘k(b) pour tout k, de sorte que x et !k ont en
commun les 5.2k=ck premiers quotients partiels et, d’apre s la seconde
remarque,
|x&!k |
1
q2ck
.
Si q%bk<q
2
ck
pour une infinite de k, ou % est un nombre >3, alors
|x&!k |
1
q2ck
<q&%bk H(!k)
&%
et le the ore me de coule du the ore me de W. Schmidt.
Tout revient a estimer le comportement de la suite (qn) des de nomi-
nateurs associe s au nombre x.
Notons A la matrice ( a1
1
0) et B la matrice (
b
1
1
0). Rappelons que le rayon
spectral de la matrice X, de fini par \(X )=limn &Xn&1n, ou &X& de signe la
norme ope rateur de X, est aussi sup[ |*|, * valeur propre de X]. Davison
a obtenu l’estimation suivante:
Si le chiffre a apparai^t dans la suite x avec la fre quence :, et le chiffre b
avec la fre quence ;, alors
lim sup q1nn (\(A))
: (\(B));.
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Dans le cas de la suite de ThueMorse, on obtient la majoration
lim sup q1nn - \(A) \(B)
puisque les lettres ont me^me fre quence 12 , ce qu’on peut de duire facilement
des formules de re currence satisfaites par cette suite.
En utilisant la proprie te d’auto-similarite de la suite de ThueMorse,
cette majoration admet l’ame lioration
Lemme 3.1. Soit (qn) la suite des de nominateurs de la fraction continue
de ThueMorse sur [a, b]; alors
lim sup q1nn - &AB&
De monstration. Si un de signe le vecteur ( qnqn&1), en particulier u0=(
1
0) et
on a
un=\an1
1
0+\
an&1
1
1
0+ } } } \
a1
1
1
0+ u0=Wnu0
en notant Wn=Wn(A, B) le produit des n matrices A ou B, dans l’ordre
inverse d’apparition des lettres a ou b dans le mot [a1 , a2 , ..., an]. On en
de duit
&un&&Wn &&A&m &B&n&m
si A apparai^t m fois dans le produit Wn , par proprie te de la norme
ope rateur.
En invoquant cette fois l’invariance de la suite de ThueMorse par l’ac-
tion de ‘, cette suite est aussi bien la suite de ThueMorse construite sur
l’alphabet [‘(a), ‘(b)] et le nombre x aussi bien associe aux matrices
initiales AB, BA. Ainsi u2n=W2nu0 ou W2n=W2n(A, B)=Wn(BA, AB), et
&u2n&&W2n &&AB&m &BA&n&m
si AB apparai^t m fois dans le produit W2n . Les matrices A et B e tant
syme triques, AB est la transpose e de BA, et ces deux matrices ont me^me
norme; ainsi
&u2n&12n&AB&12
d’ou l’on tire
lim sup &un&1n- &AB&.
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Maintenant, qn<&un&<- 2 qn , et,
1
- 2
&un&<qn<&un&.
La seconde ine galite e tablit le lemme, et nous utiliserons la premie re pour
la minoration. (A noter que &AB&&A& &B&=\(A) \(B) puisque les
matrices A et B sont syme triques, d’ou l’ame lioration.) K
Pour la minoration, nous allons e tablir une ine galite concernant la sous-
suite (qck) associe e au nombre de MorseMahler, ce qui suffira pour notre
propos. Il nous faut pour cela estimer le rayon spectral de produits des
matrices A et B :
On de signe par ‘n(A)=An le produit de matrices associe au mot ‘n(a)
et ‘n(B)=Bn le produit de matrices associe au mot ‘n(b). Ainsi A0=A,
B0=B, et pour n0, An+1=BnAn et Bn+1=An Bn . On ve rifie par
re currence que An et Bn sont syme triques si n est pair, et que Bn=A*n si n
est impair, X* de signant la transpose e de la matrice X.
Lemme 3.2. Pour n1,
\(An)(\(AB))2
n&1
.
De monstration. Le lemme va re sulter des proprie te s du rayon spectral:
pour toute matrice X,
\(XX*)=&XX*&=&X&2\(X )2,
et \(XY )=\(YX ) si X et Y sont des matrices carre es.
Supposons n pair, e gal a 2k+2. Alors, suivant ces remarques,
\(A2k+2)=\(B2k+1A2k+1)
=\(A*2k+1 A2k+1)
(\(A2k+1))2.
Supposons a pre sent n impair, e gal a 2k+1.
\(A2k+1)=\(B2kA2k)
=\(B2k&1 A2k&1A2k&1 B2k&1)
=\(B22k&1 A
2
2k&1)
=\((A*2k&1)2 A22k&1)
=\((A22k&1)* A
2
2k&1)
(\(A22k&1))
2=(\(A2k&1))4.
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Finalement, en ite rant ces ine galite s,
\(A2k+1)\(A2k&1)4\(A1)2
2k
=\(A1)2
n&1
lorsque n=2k+1, et,
\(A2k+2)\(A2k+1)2\(A1)2
2k+1
=\(A1)2
n&1
si n=2k+2, et le lemme 3.2 est de montre . K
On en de duit
Lemme 3.3. Soit qn la suite des de nominateurs du nombre de Morse
Mahler, et ck=5.2k. Alors lim inf q1ckck - \(AB).
De monstration. Si X=( xz
y
t ) est une matrice dans le semi-groupe engen-
dre par les matrices A et B, on a ne cessairement x yt et xzt; il suf-
fit pour cela de ve rifier que l’ensemble des matrices [( xz
y
t ), x yt et
xzt] est un semi-groupe. En particulier, si on e crit Wn=( xnzn
yn
tn
),
\ qnqn&1+=\
xn
zn
yn
tn +\
1
0+ ,
et 2qn>qn+qn&1=xn+znxn+tn=Tr(Wn). Or on sait estimer la trace
d’un produit de matrices de SL(2, R) a l’aide du the ore me de Cayley
Hamilton.
Notons pour simplifier Zk le produit de matrices Bk AkBkBkAk associe
au mot ‘k(abbab) de longueur ck de sorte que Zk=Wck ; pour k1, Ak et
Bk sont dans SL(2, R) et ve rifient l’e quation de CayleyHamilton:
X2=Tr(X ) X&I. Si :k et ;k sont les traces des matrices Ak et Bk , :0=a,
;0=b, et pour k1, :k=;k .
Une application re pe te e de l’identite de CayleyHamilton et l’utilisation
des proprie te s de la trace conduit a
Tr(Zk)=Tr(Ak+1Bk Ak+1)
=Tr(A2k+1Bk)
=:k+1Tr(Ak+1Bk)&Tr(Bk)
=:k+1Tr(Ak B2k)&Tr(Bk)
=:k+1:kTr(Ak Bk)&:k&:k+1 :k
=:2k+1:k&:k+1:k&:k .
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Comme la trace d’une matrice de SL(2, R) est supe rieure a son rayon
spectral si celui-ci est supe rieur a 1, :k tend vers + avec k, et Tr(Zk) est
e quivalente a :2k+1:k lorsque k tend vers +.
La de monstration du lemme 3.3 va de couler maintenant du lemme pre ce -
dent: en se rappelant que qck
1
2Tr(Zk),
lim inf q1ckck lim inf Tr(Zk)
1cklim inf(\(Ak+1)2 \(Ak))1ck
lim inf \(AB)5.22k&1ck=- \(AB),
puisque, par le lemme 3.2,
(\(Ak+1))2 \(Ak)\(A1)2
2k+1+22k&1=\(A1)5.2
2k&1
. K
Le the ore me se de duit imme diatement de ces lemmes: pour obtenir le
re sultat par notre me thode, il suffit d’e tablir
log \(AB)< 910 log(&AB&))
puisque cette ine galite entrai^ne via les deux lemmes
lim inf log q1ckck >
9
10 lim sup log q
1n
n ,
et q%bk<q
2
ck
pour une infinite de k et un nombre %>3.
Il suffit en fait d’e tablir
log \(A2h+1)=log \(A2hB2h)< 910 log(&A2hB2h&)=
9
10 log(&A2h+1&)
pour h assez grand; en effet, en invoquant une nouvelle fois l’invariance de
la suite de ThueMorse sous l’action de ‘, cette suite est aussi bien la suite
de ThueMorse construite sur l’alphabet [‘2h(a), ‘2h(b)] et le nombre x
aussi bien associe aux matrices initiales A2h , B2h , syme triques, auxquelles
s’appliquent les trois lemmes.
Or, si X=( xz
y
t ) est dans SL(2, R) de de terminant 1, a coefficients
positifs, &X&2= 12(T+- T 2&4) ou l’on a pose T=x2+ y2+z2+t2, tandis
que \(X)= 12(x+t+- (x+t)2&4); maintenant,
Ak=\a2k1
1
0+ } } } \
a1
1
1
0+=\
q2k
q2k&1
p2k
p2k&1+ ,
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et, pour k impair, \(Ak)q2k+ p2k&1&1, alors que &Ak&2
3(q2k+ p2k&1)2, puisque pnqn pour tout n, de sorte que le quotient
log \(A2h+1)
log(&A2h+1&)
tend vers 1 quand h tend vers . Ceci ache ve la preuve du the ore me. K
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